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Метод конечных элементов

Метод конечных элементов (МКЭ) известен математикам с сер.40-х гг. 20в. (Р. Курант, 1943), но лишь с сер. 70-х гг. стал применяться при моделировании инженерных конструкций (в частности, самолетов; САПР ANSYS, NASTRAN), а к концу 80-х гг. и сер.90-х прочно вошел в арсенал средств поведенческого моделирования при проектировании ИС. Английское название – Finite Elements Methods (FEM); принята также аббревиатура FEA (A- automation/analysis) – вычисления на основе FEM. Для проектирования центральной части самолета «Боинг-747» потребовалось учесть 9 подконструкций, 63 секций, 2195 узлов и 7594 степеней свободы, из которых 555 были связанные.

Математическое обоснование FEM достаточно сложно, будучи связанным c теорией обобщенных функций, теорией сплайнов и методом Ритца-Галеркина решения задач вариационного исчисления, поэтому ограничимся лишь изложением идеи метода. Хотя существует большое разнообразие в формулировках, метод конечных элементов может быть охарактеризован следующими свойствами:

1) [image: image19.png]


Физическая область задачи делится на подобласти, или конечные элементы (рис.1).

2) Зависимая переменная (одна или несколько) аппроксимируется функцией специального вида на каждом конечном элементе и, следовательно, во всей области. Параметры этих аппроксимаций в последующем становятся неизвестными параметрами задачи.

3) Подстановка аппроксимаций в определяющие уравнения (или эквивалентные им) дает систему множества уравнений с неизвестными параметрами. Решая эти уравнения, можно определить значения этих параметров и, следовательно, получить приближенное решение задачи

4) Эти наборы функций часто задаются в такой форме, чтобы удовлетворить условиям непрерывности описываемых ими характеристик во всей среде. В других случаях выбранные представления полей не обеспечивают непрерывности и, тем не менее, дают возможность получить удовлетворительное решение. Вместо определяющих уравнений часто используют вариационный подход. Иногда ставится условие обеспечения малости (а некотором смысле) разницы между истинным и приближенным решениями, т. е. невязки метода конечных элементов. Так как число неизвестных в окончательной системе уравнений часто весьма велико, то общепринято использовать матричные обозначения.

Метод конечных элементов (МКЭ) является естественным продолжением метода конечных разностей (МКР), который традиционно используется в вычислительной математике. Можно выделить по крайней мере две характерных особенности МКЭ:

· в МКР сетка, как правило, привязана к пространству, а в МКЭ привязка идет к веществу, что позволяет удобнее описывать деформации элементов конструкций; размер конечного элемента определяется более физическим смыслом задачи, чем вынужденным измельчением для достижения лучшей точности – там, где рассчитываются дискретные конструкции;

· для МКР характерна геометрическая дискретизация – искомая функция u(x) задается перечислением пар {xi,yi|yi=u(xi)}, i – номер узла сетки; МКЭ использует функциональную дискретизацию, основанную на разложении Фурье – искомая функция u(x) задается перечислением коэффициентов Фурье {ai} в базисе ui(x), т.е. 
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Примерный алгоритм применения МКЭ можно формализовать так:

1) Задается разбиение области Ω на конечные элементы ek.

Пусть Rd – вещественное пространство (d = 1,2,3), Ω( Rd – открытое множество той же размерности, 
[image: image2.wmf]W

 – его замыкание,
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Популярностью пользуются треугольники и призмы.

2) Задаются узловые точки (узлы) на конечных элементах (КЭ).

P={(i, xi(
[image: image4.wmf]W

)}– множество узлов в формате <номер, координата>, 1(i(N
Gk={i| xi(
[image: image5.wmf]k

e

}, Gk(Gj(( - каждый конечный элемент содержит несколько узлов, один узел может принадлежать нескольким элементам. Как правило, узлы являются вершинами или лежат на гранях (ek многогранников конечных элементов.

3) Задаются базисные функции ui(x), 1(i(M, M(N (далее считаем M=N):


[image: image6.wmf][

]

0

)

(

:

\

,

,

)

(

)

(

=

W

W

W

Ì

W

=

@

å

x

u

u

Dom

x

u

a

x

u

i

i

i

i

i

i


Требование ортонормированности базиса не обязательно. Ключевая особенность базисных функций состоит в том, что они заданы не на всей области Ω, а только на некотором объединении конечных элементов Ωi=(ej, обычно не более трех (тем самым мы приближаемся к диагональности матрицы ||(ui,uj)||). Удача в выборе класса ui(x) определяет успех конкретного применения МКЭ. Строго говоря, имеются два базиса, {ui(x)}для u(x) и {vi(x)}для v(x), что потребуется потом при преобразовании скалярного произведения – этим метод Галеркина обобщает метод Ритца (в последнем ui=vi): 
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4) Записываются уравнения на коэффициенты в базисных функциях.

Идея состоит в том, что ставится задача интерполяции u(x) на каждом КЭ по пока еще неизвестным узловым значениям u(xi)=Ai, т.е.:
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Чаще всего мы получаем такой вид интерполяции:
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Таким образом, можно отождествить Ai(ai, т.е. коэффициенты разложения одновременно являются значениями функции в узлах, и :
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5) Записываются физические уравнения, активные на данном КЭ.

Они связывают внутренние переменные КЭ с внешними воздействиями, задаваемыми граничными условиями, например, электрический потенциал с потоками заряженных частиц или деформации (li(Ai с внешними силами. Классикой стало решать уравнения Пуассона (u=-4(( для потенциала u(x).В общем случае мы имеем дело с дифференциальным оператором Dsu:
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Для уравнения Ньютона, например, s=2, как и для многих других законов физики. Дифференциальную задачу удобно переписать в вариационной форме:
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Затем используется уравнение Лагранжа-Эйлера, которое редуцируется к алгебраической задаче. 

6) Делается преобразование так или иначе записанных физических уравнений к матричному виду.

Мы просто везде заменяем u(x) на 
[image: image13.wmf]å
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, интегрируем все, что можно, и в итоге должны придти к системе линейных уравнений для {ai}:
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Пример физической задачи:

1 D2u=-u”(x)-g(x)=0 – дифференциальный вид

2 
[image: image15.wmf][
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 - интегральный вид

3 
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 – вариационный вид

4 Задача (2), равносильная 
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, ведет к системе из N-уравнений. Полагая дополнительно ui=vi, имеем:
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Рис.1. Пример изгибаемого пластинчатого конечного элемента
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